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ULTRAPRODUITS GRADUÉS. APPLICATIONS
Abstract
ION D . ION ET CONSTANTIN NIVÁ*
Dédié á la mémoire de Pere Menal
Dans cet travail sont définis les ultraproduits d'anneaux et de
modules gradués. L'ultraproduit gradué coincide dans le cas d'une
famille Ri [X1 , X2, . . . , X,j, i E I, d'anneaux de polynómes avec
le sousanneau des éléments générés dans 1'ultraproduit usuel par
les familles de polynómes de degré total borné.
Nous démonstrons que 1'ultraproduit d'une famille de modules
gradués libres, qui verifie une condition naturelle de finitude et
aussi un module gradué libre (Théoréme 2.2) . Aprés un etude
de 1'arithmétique des monoides commutatifs par rapport aux ul-
traproduits, nous démontrons que tout ultraproduit d'une famille
d'extensions de Galois de degré borné est une extension de Galois
de degré fin¡ (Théoréme 3.3) .
Introduction
Les logiciens ont introduit et ont utilisé ultérieurement la notion
d'ultraproduit dans leurs travaux . Amitsur a montré pour la premiére
fois que cette notion peut-étre utilisé dans la théorie des anneaux. Un ap-
plication de cette idée est, par exemple, la démonstration d'un théoréme
de Posner qui décrit la structure des anneaux premiers qui satisfaient une
identité polynómiale . Il est bien-connu que la théorie des ultraproduits
a dévéloppé une technique tris efficace dans 1'algébre commutative, tout
particuliérement, pour les théorémes d'approximation . Dans 1'algébre
non-commutative les applications des ultraproduits sont plus ou moins
accidentelles . Notre intention est d'élargir le domaine d'applicabilité de
cette technique dans les problémes d'algébre non-commutative, partic-
uliérement dans la théorie des anneaux gradués . Nous avons essayé une
contribution dans cette direction . Dans la suite, sont donnés quelques
résultats des auteurs, qui son réunis entre autres dans les travaux [4] et
[5] . Au commencement, nous désirons rappeler un merveilleux travail
[3], tris utile dans ce domain des ultraproduits en général .
*Conférence presentée par M.C . Nittá a "International Workshop on Local Cohomol-
ogy, Geometric Applications and Related Topics", Granada, Sept . 1991 .
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1 . Géneralités sur les ultraproduits d'anneaux
et modules
D'abord en deux mots on donnent quelques définitions sur 1'ultra-
produit usuel.
Soient I un ensemble infini et F un ultrafiltre non-principal sur I. Si
(Ri)ic.7 est une famille d'anneaux unitaires, on note R = I] Ri . Pour
i,EI
a E R, a = (ai) soit Z(a) = {i E Ilai = 0}. Alors 1'ensemble ZF(R) _
{a E RIZ(a) E F} est un idéal idempotent de 1'anneau R. L'armeau
quotient RF = R/ZF(R) s'appele 1'ultraproduit de la famille (Ri)jEI par
rapport a F. Notons a* 1'image de a E R par le morphisme canonique
R---> RF.
D'une maniére analogue, on définit 1'ultraproduit d'une famille de
modules (Mi)¡E7, Mi E R¡-mod . Soit M = 11Mi E R-mod. L'ensemble
¡E I
ZF(M) = {x E MIZ(x) E F} est un sous-module de M et le module
quotient s'appele 1'ultraproduit de la famille (Mi)iEI par rapport á F.
Parce que ZF(R)M C ZF(M), alors MF est muni d'une structure de
module sur RF.
Proposition 1.1 . Soit CF = {N E R-mod jZF(R) C armR N} . Alors
CF est un sous-catégorie localisante de R-mod, isomorphe á la catégorie
RF-mod.
Soient M = 11 Mi, N = 11 Ni, ou Mi , Ni E Ri -mod pour tout i E I .
ic7 iE7
Si f E HomR(M, N), f = (fi), oú fi E HomRi (Mi, Ni), i E I, alors
l'application fF : MF -> NF, fF(x*) = (fi(x))*, x E M, x = (xi) est
l'unique morphisme dans HOMR, (MF, NF) tel que ~ON o f = fF o ;PM>
oic WM : M-> MF, cON : N -> NF sont les morphismes canoniques .
La correspondance M -> MF a un caractére foncteuriel.
Proposition 1.2 . Si pour tout i E I,
est une suite exacte (exacte est scindée) dans R¡ -mod, alors
0->MF->MF------MF->0
est un suite exacte (exacte et scindée) dans RF-mod.
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2 . Ultraproduits gradués
Si on considére (Ri[X1, X2, . . . ,X.])iEI une famille d'anneaux de
polynómes, il existe un morphisme canonique
~o :RF[X1,X2, . .,Xn.] 111Ri,[X1,X2, . .,Xn,] I
\¡EI F
qui n'est pas un isomorphisme . On a donc qu'un ultraproduit d'une
famille d'anneaux de polynómes n'est pas, un anneau de polynómes
(voir, par exemple [3], dans une démonstration d'un résultat de
Robinson) . L'image de cp est un sous-anneau de 1'ultraproduit
( 11 Ri[Xl, X2, . . . . Xn])F . Les éléments de cet sous-anneau sont rep-
¡El
resentés par les familles bornées de polynómes .
Ici on trouve 1'idée de construire un ultraproduit gradué . Les ultra-
produits gradués d'algébre de polynómes donnent un cadre naturel pour
une série d'applications .
Dans la suite on présente la construction d'ultraproduit gradué . Soit
G un monoide tel que tout élément Q de G est régulier . Pour tout i E I,
soit Ri un anneau gradué de type G:
Ri = ® Rio, Ri,Ri, C Rio,, V Q, T E G.
UEG
Soient R = fl Ri et R9 = ® (11Rio) C R. Notons RQ = fl Rio, u E
¡El uEG ¡El ¡El
G. Alors RgR9 C RQ.r et donc R9 est un anneau gradué de type G. Il
est facile de voir que ZF(R) = R9 n ZF(R) est un idéal gradué de R9 .
L'anneau gradué RF = R9/ZF(R) est appelé 1'ultraproduit gradué de
la famille (Ri)iej . On a une définition analogue pour 1'ultraproduits
gradués d'une famille (Mi)jEI de modules gradués de type G:
UEG
Ri, Mi, C Mi,,, V O', T E G.
Soient M = FlMi, M9 = ® (n Mi,) C M, ZF(M) = ZF(M)nM9 .
¡El uEG ¡El
On a que M9 est un R9-module gradué de type G et ZF(M) est
un R9-sousmodule gradué de M9 . Alors MF = M9/ZF(M) s'appele
1'ultraproduit gradué de la famille (Mi)iEI de modules gradués . Parce
que ZF(R)M9 C ZF(M), alors MF est muni d'une structure de RF-
module .
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On dit qu'un élément a E R = JJ Ri, a = (ai) est de G-support fin¡, s'il
¡E7
existent U E F et Ql, Q2, . . . , Q, E G, tels que al E Riol +Ria2+. . .+Ricen,
pour tout i E U.
Dans la démonstration des certains résultats donnés dans la suite est
importante la suivante :
Proposition 2.1 . L'ensemble {a*la E R, a avec le G-support fin¡}
est un sous anneau de RF, isomorphe á RF .
Soit S un ensemble d'éléments homogénes non-nuls d'un module
gradué . Pour tout v E G soit Sa = {x E 51 deg x = u} . On dit que
deux ensembles S et S' d'éléments homogénes nonuls sont gr-similaires
si Sa et SQ ont le méme cardinal pour tout u E G. Dans ce cas on peut
ecrire S = (xt)tET', S' = (xt)tET tel que deg xt = deg xi pour tout t E T.
Dans ce cas on dit que les ensembles S et S' sont gr-indexés d'un fagon
compatible .
Un resultat principal est le suivant:
Théoréme 2.2 . Soit (Ri)iEI une famille d'anneaux gradués de type
G. Pour tout i E I, soit Li = ®Lia un Ri-module gradué ayant unaEG
base homogéne Bi . Supposons que les bases Bi, ¡ E I, sont gr-similaires,
Bi = (eit)tET, deg ei t = deg ejt, pour tous i, j E I et t E T (c'est-á-dire,
les bases sont gr-indexées d'un fagon compatible). Si pour tout o, E G, il
existe d E NI * et tl, t2, . . . . td E T tels que on a la condition de finitude :
(*) Lia C Rjeit, + Rieit2 + " . . + . RZeitd.) i E I,
alors pour tout ultrafiltre nonpr¡ncipal F sur I, LF est un RF-module
gradué libre et BF = (et )tET, oú et = (eit) est une RF-base sur LF, gr-
similaire avec chaque base Bi , ¡ E I.
Dans le cas de mondide (IN, +) et de la graduation triviale sur Ri et
Li on obtient
Corollaire 2.3 . Soit (Ri)jE7 une famille infinie d'anneaux unitaires.
Pour tout i E I soit Li un Ri-module ayant un base á n éléments . Alors :
1) [8] LF est un RF-module libre ayant une base á n éléments .
2) EndRF(LF) est isomorphe á (11 EndR i (Li))F .
¡E7
Corollaire 2.4 . [9] Soit (Ri)iEI une famille d'anneaux unitaires.
Pour tout n E fN on a que M,,,(RF) est isomorphe á (11M,,,(Ri))F.¡E7
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11 est bien-connu [6] qu'un ultraproduit de corps est, de méme, un
corps. Pour le cas des anneaux simples un tel résultat n'est pas vraie
[1]. D'aprés le corollaire précédent, il resulte :
Si (Si) ¡EI est une famille d'aneaux simples tel que Si est isomorphe
a M,,,(Ki), i E I (pour le méme ordre n) oú Ki est un corps pour
tout i E I, alors chaque ultraproduit de (Si)iEI est encore un
anneau simple isomorphe áMn ( ( JJ K?)F) .
¡E7
Corollaire 2.5 . Pour tout i E I soit Pi un Ri-module projectif ayant
un systéme de générateurs á n elements . Alors PF est un RF-module
projectif de type fin¡ .
Pour les algébres de polynómes en utilise la graduation donnée par le
degré total. On a:
Corollaire 2.6 . Pour tout i E I soit Ai une Ri-algébre commu-
tative . Si (xil, X¡2, . . ., xid) est un systéme d'éléments de Ai, i E I,
algébriquement indépendants sur Ri, alors les éléments xk = (xik) * E
RF, 1 <_ k <_ d, son algébriquement indépendants sur RF . De plus,
l'ultraproduit gradué des algébres Ri[xil, xi2, . . . , xid], i E I, est isomor-
phe á l'algébre RF[xi, x2, . . . , xd] .
Done, considerant la graduation donnée par le degré total pour
l'algébre de polynómes, on a que RF[XI, X2, . . . , Xd] est ¡somorphe á
(11 Ri[XI, X2, . . . , Xd])F, oú (Ri)íE7 est une famille d'aneaaux commu-
¡EI
tatifs et F un ultrafiltre nonprincipal sur I .
3 . Divisibilité et ultraproduits
Quelques applications des ultraproduits imposent 1'étude de la facto-
rialité par rapport aux ultraproduits. La factorialité peut-étre aborder
soit pour monoides soit pour anneaux d'integrité . Dans 1'étude de la fac-
torialité pour monoides il est intéréssant de voir comme intervient d'un
fa~on naturel, 1'idée d'ultraproduit gradué .
Il est connu qu'un ultraproduit usuel d'anneaux factoriels n'est pas
toujours un anneau factoriel [10] .
Quoique en peut utiliser la construction deja faite dans la section
1 pour obtenir 1'ultraproduit d'une famille d'anneaux d'integrité, nous
rappelons en deux mots la construction d'ultraproduit pour monoides
avec simplification .
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Soit (Mi)jEI une famille de mondides commutatifs dont tous les
éléments sont réguliers . Si a, b E H Mi, a = (aá), b = (bi) on pose :
¡EI
a ^'F b si et seulement si {¡la ¡ = bi} E F.
Alors la rélation ^'F est une rélation d'équivalence sur le monoide M,
compatible avec le produit . Le monoide quotient MF = M/ ^'F est
appelé 1'ultraproduit de la famille (Má)jEI de monoides . On voit que
tous les éléments du monoide MF son réguliers . On note par U(M), le
groupe des éléments inversables du monoide M.
Lemme 3.1 . Avec les notations précédentes, on a:
1) U(MF) = (11 U(M¡))F ;
¡EI
2) L'élément p* E MF, p = (pi) E JJ Mi, est un élément irreductible
¡E7
(premier) dans MF si et seulement si {iIpi irreductible (premier)
dans Mi} E F.
Les choses précédentes peut-étre données pour anneaux d'integrité
dont ultraproduit a été défini ci-dessus .
Soient maintenant les monoides (M, .) et (G, .) . On dit que M est un
monoide G-gradué s'il existe une famille de sous-esembles {Mo},EG de
M tel queM= U M,, MM, C M,, pour tout u, T E G etMa f1MT =
uEG
pour tout Q 7~ r.
Exemple. Soit M un monoide factoriel, (U, .) le groupe des éléments
inversables de M. Pour tout n E N1 on défini M,,, = {x E Mil(x) = n},
oil l(x) est la longeur d'élément x . On a queM est un monoide N-gradué
et Mo = U(M) .
Un sousmonoide (N, .) de monoide gradué (M, -), M = U MQ est
appelé gr-sousmondide de M si N= U (M, f1 N) .
UEG
uEG
Soient (Mi)IEI une famille infinie de monoides G-gradués, Mi= U Mi,
aEG
et F un ultrafiltre nonprincipal sur I . Si M9 = U M,, oú MQ =
oEGrj Mi,, v E G, alors M9 est un sousmonoide de M; il est clair que
¡E7
(M9, -) est muni d'une structure de mondide G-gradué . Evidement,
MF = M9/ ,.,F.= {a* E MFla E Mg} est un sousínonoide de (MF, .)
et (MF, ') est muni d'une structure de mondide G-gradué . Le monoide
(MF,') s'appele le gr-ultraproduit de la famille (Mi)ic., de monoides
gradues .
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Soit (M, -) un monoide commutative et (S, .) un sousmonoide de M.
Une famille (xt)tET contenue dans M\S, s'appele un systéme libre de
générateurs (sur S) si tout element x E M s'ecrit d'un fagon unique
x = axil x` . . . xtd , d >_ 0, el E N*, a E S . Alors M est un monoide
NI-gradué, oú la graduation est donnée par :
(*) M,, _ axti xiz . . . xt, I a E S, el E N*,
d
el=n?, nEN.
Exemple . Si (M, -) est un monoide factoriel, U = U(M) est le groupe
d'éléments inversables, (pi)iET est un systéme representatif d'éléments
premiers, alors (pi)iET est un systéme libre de générateurs (sur U) du
monoide M.
11 existe un théoréme pour les monoides gradués analogue á celui
énoncé pour les modules libres .
Théoréme 3.2 . Soit (Mi)iEI une famille infinie de monoides commu-
tatifs tel que chaque monoide Mi admet un systéme libre de générateurs
(xil, xi2 , . . . , xid) sur le sousmonoide Si de Mi, d E N* . Si chaque Mi
est gradué avec la graduation (*), alors pour tout ultrafilter F sur I, MF
admet un systéme libre de générateurs sur sousmonoide SF .
Ce théoréme montre que dans certains cas de graduation pour les
monoides factoriels, la propriété de factorialité se conserve par des ultra-
produits .
Soient (Mi)jEI une famille infinie de mondides factoriels, Pi un systéme
representatif d'éléments premiers . On considére que Mi, i E I, est NI-
gradué par rapport á la longeur des éléments .
Si F est un ultrafiltre nonprincipal sur I, alors pour tout a* E MF,
avec a de longuer bornée, il existe d tel que {ill(ai) < d} E F.
Soit P* 1'ensemble des éléments premiers du monoide MF, U*
1'ensemble des éléments inversables . On a, clairement, que Fact(MF)
def
(U*, P*) (c'est-á-dire le sousmonoide de MF engendrée par U* et P*)
est un mondide factoriel .
On considére que chaque Mi est N-gradué:
Mi = U Min> Mi. = {xi E Mill(xi) = n} .
,,>o
Théoréme 3.3 . Dans les conditions précédentes on a :
1) Fact(MF) = {a* E MFla = (ai) a longuer bornée} .
2) Fact(MF) est isomorphe á (11Mi)F .
¡EI
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4. Ultraproduits d'extensions de Galois
L'étude des ultraproduits d'extensions de Galois a 'imposé 1'étude de
la factorialité par rapport aux illtrapróduits .
Soient (Li/Ki)iEI une famille d'extensions de corps 'commutatifs . Si
pour tout i E I on a [Li : K?] = n, alors d'aprés le corollaire 2.3 il résulte
[LF : KF] = n, F étant un ultrafiltre non-principal sur I.
C¡-dessus, ont été étudié entre autres la rélation de divisibilité dans
les anneaux KF [X ] et LF [X ] et les polynómes irreductibles dans ces an-
neaux. On pose de méme le probléme de multiplicité des racines pour
polynómes . Uitilisant les résultats d'arithmetique pour monoides facto-
riels, on peut caractériser le polynóme minimal sur KF d'une élément
a* E LF, a = (ai), al E L-i, i E I, avec les polynómes minimaux de
ai, i E I, sur Ki, . On a
Lemme 4.1 . Si Li/Ki est une extension separable de degré n pour
tout i E I, alors LF/KF est une extension separable de degré n.
Lemme 4.2 . Si Li/Ki est une extension normale de degré n, pour
tout i E I, alors LF/KF est une extension normale de degré n .
Le .résultat principal de cette section est le suivant :
Théoréme 4.3 . Soit (Li/Ki)iEI une famille d'extensions de Galois
de degré n . Alors :
1) LF/KF est une extension de Galois de degré n .
2) Gal(LF/KF) est isomorphe á (11 Gal(Li/Ki))F .
¡E I
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